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Аннотация
В этом пособии предложены приёмы решения задач базового
уровня на предел последовательности. Последний вариант этого
файла можно найти на веб-странице курса
https://sites.google.com/nsu.ru/matan
1
1 Последовательности чисел
1.1 Определение. Последовательностью вещественных чисел называ-
ется отображение 𝑥 : N→ R, т. е. сопоставляющее каждому натуральному
номеру 𝑛 некоторое число 𝑥𝑛. Можно представлять себе последователь-
ность как набор чисел {𝑥𝑛}𝑛∈N, пронумерованных натуральным рядом:
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, . . .
1.2. Основные примеры последовательностей.
1. Постоянная — 𝑥𝑛 = 𝑎, т. е. все элементы равны одному и тому же
числу 𝑎 ∈ R. Например,
1, 1, 1, 1, . . . , 1, . . .
2. Финально постоянная — начиная с некоторого номера, все элемен-
ты равны одному и тому же числу 𝑎. Например,
5, 4, 3, 2, 1, 0, 0, . . . , 0, . . .
3. Степенная — 𝑥𝑛 = 𝑛𝑝 для некоторого показателя степени 𝑝 ∈ R.
Например,
1, 4, 9, 16, . . . , 𝑛2, . . .
4. Показательная — 𝑥𝑛 = 𝑞𝑛 для некоторого основания 𝑞 ∈ R. Напри-
мер,
2, 4, 8, 16, . . . , 2𝑛, . . .
5. Логарифмическая — 𝑥𝑛 = log𝑎 𝑛 для некоторого основания 𝑎 > 0,
𝑎 ̸= 1.
6. Факториал — 𝑥𝑛 = 𝑛!
1.3 Определение. Последовательность называется ограниченной, если
все её элементы по модулю не превосходят некоторого числа, т. е.
𝑥𝑛 ограничена ⇔ ∃𝐶 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ N |𝑥𝑛| ≤ 𝐶.
1.4 Пример. Последовательность 12+sin𝑛 ограничена.
Доказательство. Поскольку −1 ≤ sin𝑛 ≤ 1, имеем
1
3 =
1
2+1 ≤ 12+sin𝑛 ≤ 12−1 = 1.
Таким образом, последовательность ограничена сверху и снизу.
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1.5 Задача. Сформулируйте понятие неограниченной последователь-
ности, т. е. отрицание определения 1.3.
1.6 Пример. Последовательность 1,01𝑛 неограничена.
Доказательство. Нужно доказать, что не выполнено определение 1.3,
т. е. выполнено его отрицание: для всякого 𝐶 ≥ 0 найдётся такой номер
𝑛𝑐 ∈ N такой, что |𝑥𝑛𝑐 | ≥ 𝐶. Чтобы доказать это, воспользуемся неравен-
ством Бернулли
1,01𝑛 = (1 + 1100 )
𝑛 ≥ 1 + 𝑛100 .
Таким образом, для всякого 𝐶 ≥ 0 нужно найти такой номер 𝑛𝑐, что
1 + 𝑛𝑐100 ≥ 𝐶. Почему такой номер обязательно найдётся?
Задачи
1.1 Докажите, что постоянная и финально постоянная последовательности ограни-
чены.
1.2 Докажите, что 𝑛! — неограниченная последовательность.
1.3 При каких значениях параметра 𝑝 степенная последовательность 𝑛𝑝 ограничена,
а при каких неограничена?
1.4 При каких значениях параметра 𝑞 показательная последовательность 𝑞𝑛 огра-
ничена, а при каких неограничена?
1.5 Докажите, что последовательность log10 𝑛 неограничена.
2 Определение предела
2.1 Определение. Пусть {𝑥𝑛}𝑛∈N — числовая последовательность. Чис-
ло 𝑎 называется (конечным) пределом последовательности 𝑥𝑛 при 𝑛,
стремящемся к бесконечности, если какое бы расстояние 𝜀 > 0 мы ни
взяли, начиная с некоторого номера все члены последовательности будут
отличаться от числа 𝑎 менее, чем на 𝜀:
∀ 𝜀 > 0 ∃𝑛𝜀 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛𝜀 |𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀. (2.1)
Для обозначения предела последовательности используются обозначения
𝑎 = lim
𝑛→∞𝑥𝑛, «𝑎 есть предел 𝑥𝑛 при 𝑛→∞»;
𝑥𝑛 → 𝑎 при 𝑛→∞,
𝑥𝑛 −→
𝑛→∞ 𝑎, «𝑥𝑛 сходится к 𝑎 при 𝑛→∞».
Если у последовательности есть предел, говорят, что она сходится. В
противном случае последовательность расходится.
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2.2 Пример. Доказать, что lim
𝑛→∞
1
𝑛2 = 0 при 𝑛→∞.
Решение. Чтобы доказать по определению, что некоторое число 𝑎 явля-
ется пределом последовательности 𝑥𝑛, нужно в определении 2.1 указать
зависимость номера 𝑛𝜀 от числа 𝜀. В данном случае нужно доказать, что
| 1𝑛2 − 0| < 𝜀 для достаточно больших 𝑛. Фиксируем 𝜀 > 0. Имеем⃒⃒⃒ 1
𝑛2
− 0
⃒⃒⃒
< 𝜀 ⇔ 1
𝑛2
< 𝜀 ⇔ 𝑛 > 1√
𝜀
.
По принципу Архимеда существует такое натуральное 𝑛𝜀, что 𝑛𝜀 > 1√𝜀
(например, 𝑛𝜀 = ⌊ 1√𝜀⌋+ 1). Тогда для всех 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 выполнено⃒⃒⃒ 1
𝑛2
− 0
⃒⃒⃒
=
1
𝑛2
≤ 1
𝑛2𝜀
< 𝜀.
По определению предела это значит, что 1𝑛2 → 0 при 𝑛→∞.
Задачи
2.1 Докажите, что 𝑎→ 𝑎 при 𝑛→∞ для всякого 𝑎 ∈ R.
2.2 Докажите, что 1
𝑛𝑝
→ 0 при 𝑛→∞ для всякого 𝑝 > 0.
2.3 Докажите, что 𝑞𝑛 → 0 при 𝑛→∞ для всякого 𝑞 ∈ (−1, 1).
2.4 Докажите, что 1
log𝑎 𝑛
→ 0 при 𝑛→∞ для всякого 𝑎 > 1.
3 Отсутствие предела по определению
Отрицанием определения 2.1 будет выражение «𝑎 — не предел последо-
вательности 𝑥𝑛». Т. е. чтобы показать, что у последовательности нет пре-
дела, нужно доказать, что никакое число не является его пределом.
Итак, запишем отрицание выражения (2.1):
∃ 𝜀 > 0 ∀𝑛0 ∈ N ∃𝑛 ≥ 𝑛0 |𝑥𝑛 − 𝑎| ≥ 𝜀. (3.1)
Полученное утверждение можно прочитать так: найдётся такое рассто-
яние 𝜀, что сколь угодно далеко в последовательности найдутся числа,
отстоящие от 𝑎 не менее, чем на 𝜀.
3.1 Пример. Доказать, что последовательность 𝑥𝑛 = (−1)𝑛 не имеет
предела при 𝑛→∞.
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Решение. Докажем, что 1 не является пределом последовательности (−1)𝑛.
Действительно, для всех нечётных 𝑛
|𝑥𝑛 − 1| = | − 1− 1| = 2.
Таким образом, утверждение (3.1) выполнено для 𝜀 = 2.
Пусть 𝑎 ̸= 1. Но тогда для всех чётных 𝑛 имеем |𝑥𝑛 − 𝑎| = |1− 𝑎| > 0.
Т. е. утверждение (3.1) выполнено для 𝜀 = |1− 𝑎|.
Задачи
Докажите по определению, что следующие последовательности расходятся:
3.1. 1 + (−1)𝑛; 3.2. cos(𝜋𝑛
3
);
3.3. sin𝑛; 3.4.
(−1)𝑛𝑛
𝑛+ 1
;
3.5.
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4 Арифметика пределов
4.1 Теорема. Пусть 𝑥𝑛 → 𝑎, 𝑦𝑛 → 𝑏 при 𝑛 → ∞. Тогда существуют
также следующие пределы при 𝑛→∞:
1. 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 → 𝑎+ 𝑏; 3. 𝑥𝑛𝑦𝑛 → 𝑎𝑏;
2. 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 → 𝑎− 𝑏; 4. если 𝑏 ̸= 0, то 𝑥𝑛
𝑦𝑛
→ 𝑎
𝑏
.
4.2 Пример. При каких 𝑘 ∈ N последовательность
𝑥𝑛 =
𝑛𝑘 + 2𝑛3
2𝑛2 + 3𝑛3
сходится при 𝑛→∞, и чему равен её предел?
Решение. Если последовательность представляет собой отношение мно-
гочленов, стоит найти самый старший член в знаменателе, и разделить на
него числитель и знаменатель дроби. После этого действия знаменатель
будет иметь конечный и отличный от нуля предел, и дальнейший анализ
поведения последовательности сводится к изучению числителя. В данной
задаче
𝑥𝑛 =
𝑛𝑘 + 2𝑛3
2𝑛2 + 3𝑛3
=
𝑛𝑘
𝑛3 + 2
2
𝑛 + 3
.
Видим, что знаменатель стремится к 3. В числителе возможны 3 вариан-
та:
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∙ при 𝑘 < 3 имеем 𝑛𝑘𝑛3 → 0 при 𝑛 → ∞. Значит, 𝑥𝑛 → 0+20+3 = 23 при
𝑛→∞.
∙ при 𝑘 = 3 имеем 𝑛𝑘𝑛3 = 1. Значит, 𝑥𝑛 → 1+20+3 = 1 при 𝑛→∞.
∙ при 𝑘 > 3 выражение 𝑛𝑘𝑛3 = 𝑛𝑘−3 неограниченно возрастает. Следо-
вательно, так же ведёт себя и последовательность 𝑥𝑛.
4.3 Пример. Найти предел последовательности
𝑥𝑛 =
√︀
𝑛2 + 4𝑛−
√︀
𝑛2 + 𝑛
при 𝑛→∞.
Решение. Если вам встречается выражение вида «разность квадратных
корней», частым приёмом является домножить и разделить на сопряжён-
ное, т. е. на сумму квадратных корней. После этого действия в числителе
вы избавитесь от корней, а в знаменателе от разности. Имеем,
𝑥𝑛 =
√︀
𝑛2 + 4𝑛−
√︀
𝑛2 + 𝑛 =
𝑛2 + 4𝑛− 𝑛2 − 𝑛√
𝑛2 + 4𝑛+
√
𝑛2 + 𝑛
=
3𝑛√
𝑛2 + 4𝑛+
√
𝑛2 + 𝑛
=
3√︁
1 + 4𝑛 +
√︁
1 + 1𝑛
→ 3
2
при 𝑛→∞.
Аналогичный приём можно использовать для разности корней боль-
ших степеней. В этом случае стоит использовать формулу разности соот-
ветствующих степеней
𝑎𝑘 − 𝑏𝑘 = (𝑎− 𝑏)(𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘−2𝑏+ 𝑎𝑘−3𝑏2 + . . .+ 𝑎𝑏𝑘−2 + 𝑏𝑘−1).
Задачи
Найдите пределы последовательностей при 𝑛→∞:
4.1.
2𝑛+1 + 3𝑛
2𝑛 + 3𝑛+1
; 4.2. 𝑛
2
3 ( 3
√
𝑛+ 3− 3√𝑛+ 1).
5 Шкала роста последовательностей
Пусть 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 — числовые последовательности, 𝑦𝑛 ̸= 0. Говорят, что после-
довательность 𝑥𝑛 имеет меньший порядок роста, чем 𝑦𝑛, и обозначают
𝑥𝑛 ≺ 𝑦𝑛, если 𝑥𝑛𝑦𝑛 → 0 при 𝑛→∞.
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5.1 Теорема. Имеет место следующая шкала роста последовательно-
стей
1 ≺ log𝑎 𝑛⏟  ⏞  
𝑎>1
≺ 𝑛𝑘 ≺ 𝑛𝑙⏟  ⏞  
0<𝑘<𝑙
≺ 𝑎𝑛 ≺ 𝑏𝑛⏟  ⏞  
1<𝑎<𝑏
≺ 𝑛! ≺ 𝑛𝑛.
В арифметических выражениях, состоящих из вышеуказанных после-
довательностей, можно использовать те же приёмы, что и в предыдущем
пункте, деля выражение на член с самым высоким порядком роста.
5.2 Пример. Найти предел последовательности
𝑥𝑛 =
2𝑛+100 + 𝑛3
3𝑛 + 𝑛1000
при 𝑛→∞.
Решение. В этом выражении самый высокий порядок роста имеет член
3𝑛. Разделим на него числитель и знаменатель:
𝑥𝑛 =
2𝑛+100 + 𝑛3
3𝑛 + 𝑛1000
=
2100( 23 )
𝑛 + 𝑛
3
3𝑛
1 + 𝑛
1000
3𝑛
→ 2
100 · 0 + 0
1 + 0
= 0
при 𝑛→∞
Задачи
Вычислите пределы последовательностей
1.
𝑛 ln2 𝑛+ 𝑛2
𝑛2 ln𝑛+ 𝑛
; 2.
3𝑛 + 𝑛!
2𝑛 + (𝑛+ 1)!
; 3.
√
9𝑛 + 3𝑛 −
√︀
9𝑛 + 𝑛3.
6 Теорема о промежуточной последователь-
ности
6.1 Теорема. Пусть {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}, {𝑧𝑛} — числовые последовательности
такие, что
1. 𝑥𝑛 ≤ 𝑦𝑛 ≤ 𝑧𝑛 для всех 𝑛 ∈ N;
2. 𝑥𝑛 → 𝑎 при 𝑛→∞;
3. 𝑧𝑛 → 𝑎 при 𝑛→∞.
Тогда последовательность 𝑦𝑛 сходится и lim
𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝑎.
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Покажем несколько типовых примеров нахождения предела с помо-
щью этой теоремы.
6.2 Пример. Найти предел последовательности sin𝑛𝑛 .
Решение. Для всякого вещественного 𝑥 выполнено −1 ≤ sin𝑥 ≤ 1. Сле-
довательно,
− 1
𝑛
≤ sin𝑛
𝑛
≤ 1
𝑛
.
Левая и правая части этого неравенства сходятся к нулю при 𝑛→∞. По
теореме о промежуточной последовательности, sin𝑛𝑛 → 0 при 𝑛→∞.
6.3 Пример. Найти предел последовательности
𝑦𝑛 =
2𝑛3 + 𝑛2 sin𝑛
(2𝑛)3 + 𝑛2 cos𝑛
.
при 𝑛→∞.
Решение. Пользуясь опытом предыдущих задач, должно быть уже ин-
туитивно понятно, что при достаточно больших значениях 𝑛 слагаемое
𝑛2 sin𝑛 в числителе и слагаемое 𝑛2 cos𝑛 в знаменателе становятся пре-
небрежимо малы по сравнению с 2𝑛3 и (2𝑛)3, соответственно. Восполь-
зуемся, как и раньше, приёмом деления на слагаемое с самым большим
порядком роста (в данном случае 𝑛3):
𝑦𝑛 =
2𝑛3 + 𝑛2 sin𝑛
8𝑛3 + 𝑛2 cos𝑛
=
2 + sin𝑛𝑛
8 + cos𝑛𝑛
.
Как и в предыдущей задаче, мы можем показать, что sin𝑛𝑛 → 0 и cos𝑛𝑛 → 0
при 𝑛 → ∞. Либо мы можем оценить непосредственно саму последова-
тельность:
𝑥𝑛 =
2− 1𝑛
8 + 1𝑛
≤ 𝑦𝑛 =
2 + 1𝑛 sin𝑛
8 + 1𝑛 cos𝑛
≤ 𝑧𝑛 =
2 + 1𝑛
8− 1𝑛
.
Эти три последовательности удовлетворяют условиям теоремы о проме-
жуточной последовательности, при этом 𝑥𝑛 и 𝑧𝑛 сходятся к 14 . Таким
образом, 𝑦𝑛 → 14 при 𝑛→∞.
6.4 Пример. Найти предел последовательности
𝑦𝑛 =
ln(𝑛3 + 𝑛2)
ln(𝑛2 + 𝑛)
при 𝑛→∞.
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Решение. Мы уже неоднократно убедились, что поведение последователь-
ности определяется её самым быстрорастущим членом. В этой задаче сто-
ит ожидать, что 𝑦𝑛 ведёт себя примерно как ln𝑛
3
ln𝑛2 ≡ 32 . Для того, чтобы это
доказать, воспользуемся теоремой о промежуточной последовательности.
Один из способов оценить последовательность снизу — отбросить все
слагаемые, кроме самого большого, а сверху — заменить все слагаемые на
самое большое. Иногда этот способ слишком груб, но для последователь-
ностей с корнями и логарифмами достаточно эффективен. Итак, оценим
последовательность сверху:
ln(𝑛3 + 𝑛2)
ln(𝑛2 + 𝑛)
≤ ln(2𝑛
3)
ln𝑛2
=
ln 2 + 3 ln𝑛
2 ln𝑛
=
ln 2
ln𝑛 + 3
2
→ 3
2
при 𝑛→∞. Теперь оценим снизу:
ln(𝑛3 + 𝑛2)
ln(𝑛2 + 𝑛)
≥ ln𝑛
3
ln(2𝑛2)
=
3 ln𝑛
ln 2 + 2 ln𝑛
=
3
ln 2
ln𝑛 + 2
→ 3
2
при 𝑛 → ∞. Таким образом, 𝑦𝑛 зажата сверху и снизу последовательно-
стями, сходящимися к 32 , а значит сходится к тому же пределу.
7 Пределы последовательностей вида 𝑛
√
𝑥𝑛
7.1 Теорема. 𝑛
√
𝑛→ 1 при 𝑛→∞.
7.2 Теорема. 1𝑛√
𝑛!
→ 0 при 𝑛→∞.
Очевидно, 𝑛
√
𝑎𝑛 = 𝑎. В целом правило таково, что если последователь-
ность 𝑥𝑛 растёт медленнее любой показательной (находится левее после-
довательностей вида 𝑎𝑛 на шкале 5.1), то 𝑛
√
𝑥𝑛 → 1, а если быстрее любой
показательной (находится правее последовательностей вида 𝑎𝑛), то 𝑛
√
𝑥𝑛
неограниченно растёт, а 1𝑛√𝑥𝑛 → 0 при 𝑛→∞.
7.3 Пример. Вычислить предел последовательности 𝑛
√
𝑎, где 𝑎 > 0 —
фиксированное число.
Решение. Найдётся такое натуральное 𝑛0, что для всех 𝑛 ≥ 𝑛0 выполнено
1
𝑛 < 𝑎 < 𝑛. Но тогда
1
𝑛
√
𝑛
< 𝑛
√
𝑎 < 𝑛
√
𝑛.
Левая и правая части этого неравенства сходятся к единице, значит таков
удел и промежуточной последовательности.
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7.4 Пример. Вычислить предел последовательности
𝑥𝑛 =
𝑛
√︃
𝑛! + 3𝑛
(𝑛+ 1)! + 2𝑛
при 𝑛→∞.
Решение. Чтобы прикинуть, каков предел этой последовательности, вспом-
ним что из всех входящих в выражение членов, самый высокий поря-
док роста у факториала. Значит, 𝑥𝑛 ведёт себя примерно как 𝑛
√︁
𝑛!
(𝑛+1)! =
1
𝑛
√
𝑛+1
→ 1. Докажем это с помощью теоремы о промежуточной последо-
вательности. Оцениваем выражение тем же способом, что и в задаче 6.4.
Начиная с некоторого номера 𝑛0 имеем 𝑛! > 3𝑛, (𝑛 + 1)! > 2𝑛, следова-
тельно с одной стороны
𝑛
√︃
𝑛! + 3𝑛
(𝑛+ 1)! + 2𝑛
≤ 𝑛
√︃
2𝑛!
(𝑛+ 1)!
=
𝑛
√
2
𝑛
√
𝑛
→ 1,
с другой стороны
𝑛
√︃
𝑛! + 3𝑛
(𝑛+ 1)! + 2𝑛
≥ 𝑛
√︃
𝑛!
2(𝑛+ 1)!
=
1
𝑛
√
2 𝑛
√
𝑛
→ 1
при 𝑛→∞. Таким образом, предел последовательности 𝑥𝑛 равен 1.
7.5 Пример. Вычислить предел последовательности 𝑛
√
3𝑛 − 2𝑛 при 𝑛→
∞.
Решение. Снова прикидываем, что последовательность ведёт себя при-
мерно как 𝑛
√
3𝑛 ≡ 3. И действительно, легко оценить сверху, что 𝑛√3𝑛 − 2𝑛 ≤
𝑛
√
3𝑛 = 3. Однако, если действовать слово в слово как мы рассуждали
раньше, то оценка снизу
𝑛
√
3𝑛 − 2𝑛 ≥ 𝑛√3𝑛 − 3𝑛 = 0
слишком груба. Для того, чтобы оценить последовательность снизу, вос-
пользуемся тем, что для больших 𝑛 выполнено
2𝑛 < 123
𝑛. Тогда
𝑛
√
3𝑛 − 2𝑛 ≥ 𝑛
√︁
3𝑛 − 123𝑛 =
3
𝑛
√
2
→ 3
при 𝑛→∞.
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8 Пределы последовательностей вида (1+𝑧𝑛)𝑛
Если 𝑥𝑛 → 𝑎 ̸= 1 при 𝑛→∞, то поведение последовательности вида (𝑥𝑛)𝑛
легко исследовать уже изученными методами — с помощью теоремы о
промежуточной последовательности. Если же 𝑥𝑛 → 1 при 𝑛 → ∞, то
имеет место следующее утверждение.
8.1 Теорема. Пусть 𝑧𝑛 → 𝑎 при 𝑛→∞. Тогда(︁
1 +
𝑧𝑛
𝑛
)︁𝑛
→ 𝑒𝑎
при 𝑛→∞.
8.2 Пример. Вычислить предел последовательности
𝑥𝑛 =
(︁𝑛+ 1
2𝑛
)︁𝑛
при 𝑛→∞.
Решение. Выражение в скобках 𝑛+12𝑛 стремится к
1
2 . Следовательно, стоит
ожидать, что 𝑥𝑛 ведёт себя как ( 12 )
𝑛, т. е. стремится к нулю. Действитель-
но, поскольку предел выражения в скобках равен 12 , начиная с некоторого
номера выполнено 𝑛+12𝑛 <
1
2 +
1
4 =
3
4 (найдите этот номер). Но тогда
0 ≤
(︁𝑛+ 1
2𝑛
)︁𝑛
≤
(︁3
4
)︁𝑛
.
Поскольку правая часть этого неравенства стремится к нулю при 𝑛→∞,
делаем вывод, что 𝑥𝑛 → 0 при 𝑛→∞.
8.3 Пример. Вычислить предел последовательности
𝑦𝑛 =
(︁𝑛2 + 4𝑛
𝑛2 + 2𝑛
)︁𝑛
.
при 𝑛→∞.
Решение. Выражение в скобках стремится к единице. Следовательно, пре-
дел 𝑦𝑛 нужно искать, используя теорему 8.1. Имеем
𝑛2 + 4𝑛
𝑛2 + 2𝑛
= 1 +
2𝑛
𝑛2 + 2𝑛
= 1 +
2𝑛
𝑛+2
𝑛
.
Здесь 𝑧𝑛 = 2𝑛𝑛+2 стремится к 2 при 𝑛 → ∞. Следовательно, 𝑦𝑛 → 𝑒2 при
𝑛→∞.
Задачи
Вычислите пределы последовательностей
8.1.
(︁2𝑛+1 + 3𝑛
2𝑛 + 3𝑛+1
)︁𝑛
; 8.2.
(︁𝑛− cos2 𝑛
𝑛+ sin2 𝑛
)︁𝑛
.
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9 Монотонные последовательности
9.1 Теорема (Вейерштрасса о пределе монотонной последовательности).
Пусть {𝑥𝑛} — числовая последовательность. Если эта последователь-
ность
1. монотонно возрастает: 𝑥𝑛+1 ≥ 𝑥𝑛 для всех 𝑛 ∈ N;
2. ограничена сверху: ∃ 𝑏 ∈ R, что 𝑥𝑛 ≤ 𝑏 для всех 𝑛 ∈ N;
тогда 𝑥𝑛 сходится при 𝑛→∞ и lim
𝑛→∞𝑥𝑛 ≤ 𝑏.
Аналогичную теорему можно сформулировать для убывающей огра-
ниченной снизу последовательности (сделайте это). Увы, данная теорема
не позволяет найти предел последовательности, но мы продемонстрируем,
как его можно вычислить в некоторых случаях.
9.2 Пример. Докажите, что последовательность 𝑦𝑛 сходится при 𝑛→∞,
и вычислите её предел, если
𝑦1 = 2, 𝑦𝑛+1 =
𝑦2𝑛 + 3
4
.
Решение. Докажем что последовательность монотонна методом матема-
тической индукции. Для 𝑦2 имеем
𝑦2 =
7
4
<
8
4
= 2 = 𝑦1.
Похоже, что последовательность убывает. Пусть 0 < 𝑦𝑛+1 < 𝑦𝑛 для неко-
торого 𝑛, тогда
𝑦𝑛+2 =
𝑦2𝑛+1 + 3
4
<
𝑦2𝑛 + 3
4
= 𝑦𝑛+1.
Таким образом, мы доказали, что последовательность монотонно убывает.
При этом 𝑦𝑛+1 =
𝑦2𝑛+3
4 ≥ 34 . По теореме Вейерштрасса последовательность
𝑦𝑛 сходится и lim
𝑛→∞ 𝑦𝑛 ≥
3
4 .
Итак, предел существует. Временно обозначим его как 𝑎. Для того,
чтобы найти его, перейдём к пределу в уравнении 𝑦𝑛+1 =
𝑦2𝑛+3
4 , и получим
𝑎 =
𝑎2 + 3
4
.
У этого уравнения два корня 𝑎 = 1 и 𝑎 = 3. Вспомним, что наша после-
довательность начинается с двух и монотонно убывает. Значит, 3 никак
не может её пределом. Отсюда делаем вывод, что lim
𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 1.
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9.3 Пример. Докажите, что последовательность
𝑥𝑛 = (1− 14 )(1− 19 ) . . . (1− 1𝑛2 )
сходится при 𝑛→∞.
Решение. Действительно, 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛(1 − 1(𝑛+1)2 ) < 𝑥𝑛, т. е. 𝑥𝑛 монотонно
убывает. При этом 𝑥𝑛 > 0, следовательно, существует lim
𝑛→∞𝑥𝑛 ≥ 0.
Задачи
1. Докажите, что последовательность 𝑥𝑛 сходится, и найдите её предел, если
𝑥1 = 1, 𝑥𝑛+1 =
√
𝑥𝑛 + 6,
10 Критерий Коши
10.1 Определение. Числовая последовательность {𝑥𝑛}𝑛∈N называется
фундаментальной, если
∀ 𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0 |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| < 𝜀, (10.1)
т. е. сколь маленькое расстояние мы бы ни взяли, начиная с некоторого
номера, все элементы последовательности находятся ближе друг к другу,
чем это расстояние.
10.2 Теорема (Критерий Коши). Последовательность сходится тогда
и только тогда, когда она фундаментальна.
Таким образом, определение 10.1 эквивалентно определению 2.1 и с
его помощью можно доказать как существование предела последователь-
ности, так и его отсутствие.
Для того, чтобы упростить доказательство сходимости и оценку пре-
дела с помощью критерия Коши, сформулируем следующее следствие:
10.3 Теорема. Пусть {𝑥𝑛} — числовая последовательность. Если {𝑎𝑛0}
такая последовательность, что
1. |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| ≤ 𝑎𝑛0 для всех 𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0;
2. 𝑎𝑛0 → 0 при 𝑛0 →∞;
тогда существует предел 𝑏 = lim
𝑛→∞𝑥𝑛 и |𝑏− 𝑥𝑛| ≤ 𝑎𝑛 для всех натураль-ных 𝑛.
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10.4 Пример. Докажите, что существует предел последовательности
𝑥𝑛 =
1
10
− 1
2 · 102 +
1
3 · 103 − . . .+
(−1)𝑛+1
𝑛 · 10𝑛 .
при 𝑛 → ∞. Вычислите предел этой последовательности с точностью до
трёх знаков после запятой.
Решение. Чтобы доказать фундаментальность последовательности {𝑥𝑛},
нужно оценить разность между членами 𝑥𝑛 и 𝑥𝑚 при 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝑛0 вели-
чиной, не зависящей от 𝑚 и 𝑛. Имеем
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| =
⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1
(−1)𝑘+1
10𝑘𝑘
⃒⃒⃒
≤
𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1
1
10𝑘𝑘
.
Эту сумму вычислить непросто, но нам это и не нужно. Наша задача —
оценить эту сумму сверху. Мы умеем вычислять сумму геометрической
прогрессии, так избавимся от того, что нам мешает это сделать:
𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1
1
10𝑘𝑘
≤
𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1
1
10𝑘
=
1
10𝑚+1
· 1− (
1
10 )
𝑛−𝑚
1− 110
.
Теперь нужно оценить полученную величину каким-либо числом, не за-
висящим от 𝑚 и 𝑛, больших, чем 𝑛0. Имеем
|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| ≤ 1
10𝑚+1
· 1− (
1
10 )
𝑛−𝑚
1− 110
≤ 1
10𝑛0+1
· 1
1− 110
=
1
9 · 10𝑛0 .
Поскольку 19·10𝑛0 → 0 при 𝑛0 → ∞, последовательность 𝑥𝑛 фундамен-
тальна. По критерию Коши у неё есть предел 𝑏 = lim
𝑛→∞𝑥𝑛. При этом
|𝑥𝑛0 − 𝑥𝑚| ≤ 19·10𝑛0 . Переходя к пределу при 𝑚 → ∞, получаем, что|𝑥𝑛0 − 𝑏| ≤ 19·10𝑛0 . Чтобы вычислить 𝑏 с точностью 11000 (три знака по-
сле запятой), достаточно найти такой номер 𝑛0, что 19·10𝑛0 <
1
1000 . Легко
видеть, что 𝑛0 = 3 подходит. Таким образом, 𝑏 отличается от
𝑥3 =
1
10 +
1
200 +
1
3000 ≈ 0,105
менее, чем на 0,001.
10.5 Пример. Докажите, что существует предел последовательности
𝑥𝑛 =
sin
√
1
2
+
sin
√
2
4
+ . . .+
sin
√
𝑛
2𝑛
.
при 𝑛→∞.
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Решение. Аналогично предыдущей задаче, оцениваем разность между 𝑥𝑛
и 𝑥𝑚 при 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝑛0:
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| =
⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1
sin
√
𝑘
2𝑘
⃒⃒⃒
≤
𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1
| sin√𝑘|
2𝑘
≤
𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1
1
2𝑘
=
1
2𝑚+1
1− ( 12 )𝑛−𝑚
1− 12
≤ 1
2𝑚+1
1
1− 12
=
1
2𝑚
≤ 1
2𝑛0
.
Таким образом, мы оценили разность 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 величиной, не зависящей
от 𝑚,𝑛, больших, чем 𝑛0, и стремящейся к нулю при 𝑛0 → ∞. Следова-
тельно, последовательность 𝑥𝑛 фундаментальна, и по критерию Коши у
неё есть предел.
11 Отрицание критерия Коши
Сформулируем отрицание определения 10.1, т. е. выражение «последова-
тельность {𝑥𝑛} не фундаментальна»:
∃ 𝜀 > 0 ∀𝑛0 ∈ N ∃𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0 |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| ≥ 𝜀. (11.1)
Это выражение можно прочитать так: есть некоторое расстояние 𝜀 та-
кое, что сколь угодно далеко в последовательности найдутся два числа,
отстоящие друг от друга не менее, чем на 𝜀.
Из критерия Коши следует, что если последовательность НЕ фунда-
ментальна, то она НЕ сходится.
11.1 Пример. Докажите, что последовательность
𝑥𝑛 = sin
𝜋
√
𝑛
20
расходится при 𝑛→∞.
Решение. Пусть 𝑛 = 100𝑘2, а 𝑚 = 400𝑘2 для произвольного 𝑘 ∈ N. Тогда
|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| = | sin𝜋𝑘 − sin 𝜋𝑘2 | = | − sin 𝜋𝑘2 | = 1.
Таким образом, каким бы большим ни было 𝑛0, мы можем найти в по-
следовательности два члена с номерами, бо´льшими 𝑛0, разница между
которыми не менее единицы. Следовательно, последовательность не фун-
даментальна, а значит она расходится.
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11.2 Пример. Докажите, что последовательность
𝑥𝑛 = sin𝑛
расходится при 𝑛→∞.
Решение. Покажем, что сколь угодно в последовательности найдётся член,
больший 12 и член, меньший − 12 . Действительно,
sin𝑥 >
1
2
⇔ 𝑥 ∈
(︁𝜋
6
+ 2𝜋𝑘,
5𝜋
6
+ 2𝜋𝑘
)︁
, 𝑘 ∈ Z.
Длина каждого такого интервала равна
5𝜋
6
+ 2𝜋𝑘 − 𝜋
6
− 2𝜋𝑘 = 2𝜋
3
.
Поскольку 2𝜋3 >
2·3
3 = 2, в каждом таком интервале содержится хотя бы
одно целое число (напр. ⌊ 5𝜋6 + 2𝜋𝑘⌋). Следовательно, какое бы большое
𝑛0 мы ни выбрали, найдётся номер 𝑛 ≥ 𝑛0 такой, что 𝑥𝑛 ≥ 12 . Докажите
аналогичным способом, что найдётся номер 𝑚 ≥ 𝑛0 такой, что 𝑥𝑚 ≤ − 12 .
Но тогда
𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ≥ 1.
Следовательно, последовательность не фундаментальна, а значит она рас-
ходится.
Задачи
Докажите, что следующие последовательности расходятся:
1. 0, 1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
10 членов
, 1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
100 членов
, 1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
1000 членов
, 1, . . .
2. cos
√
𝑛.
12 Частичные пределы
Пусть {𝑥𝑛}𝑛∈N — числовая последовательность, {𝑛𝑘}𝑘∈N — строго возрас-
тающая последовательность номеров. Последовательность {𝑥𝑛𝑘}𝑘∈N на-
зывается подпоследовательностью последовательности 𝑥𝑛.
Частичным пределом последовательности называется предел какой-
либо её подпоследовательности.
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12.1 Теорема (Больцано —Вейерштрасса о частичных пределах). Если
последовательность ограничена, то у неё есть сходящаяся подпоследова-
тельность, т. е. множество частичных пределов непусто. Более того,
в множестве частичных пределов всегда есть наибольший и наимень-
ший.
Наибольший и наименьший из частичных пределов называются соот-
ветственно верхним и нижним пределами последовательности и обозна-
чаются
lim
𝑛→∞𝑥𝑛, lim𝑛→∞
𝑥𝑛.
12.2 Пример. Найти все частичные пределы последовательности 𝑥𝑛 =
sin 𝜋𝑛3 +
1
𝑛 .
Решение. Итак, 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 + 1𝑛 , где 𝑦𝑛 = sin
𝜋𝑛
3 . Видно, что последователь-
ность 𝑦𝑛 периодична:
𝑦𝑛+6 = sin(
𝜋𝑛
3 + 2𝜋𝑛) = sin
𝜋𝑛
3 = 𝑦𝑛.
Вычислим первые 6 членов этой последовательности:
𝑦1 =
√
3
2 , 𝑦2 =
√
3
2 , 𝑦3 = 0, 𝑦4 = −
√
3
2 , 𝑦5 = −
√
3
2 , 𝑦6 = 0.
Таким образом, любые два члена этой последовательности либо равны
либо отличаются друг от друга не менее чем на
√
3
2 . Следовательно, её
подпоследовательность сходится только, если она (финально) постоян-
на — например 𝑦6𝑛+1, 𝑦6𝑛+3, 𝑦6𝑛+4 сходятся. Значит, частичными пре-
делами этой последовательности являются −
√
3
2 , 0 и
√
3
2 . Из теоремы о
сумме пределов, последовательности 𝑥6𝑛+1, 𝑥6𝑛+3, 𝑥6𝑛+4 сходятся, зна-
чит частичными пределами 𝑥𝑛 являются те же −
√
3
2 , 0 и
√
3
2 .
12.3 Пример. Пусть {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} — ограниченные последовательности.
Доказать, что
lim
𝑛→∞(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) ≤ lim𝑛→∞𝑥𝑛 + lim𝑛→∞ 𝑦𝑛.
Решение. По определению верхнего предела, существует такая подпосле-
довательность 𝑥𝑛𝑘 + 𝑦𝑛𝑘 , что
lim
𝑘→∞
(𝑥𝑛𝑘 + 𝑦𝑛𝑘) = lim𝑛→∞(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛).
Заметьте, мы не можем при этом утверждать, что подпоследовательности
𝑥𝑛𝑘 и 𝑦𝑛𝑘 сходятся. Но по теореме 12.1 о частичных пределах, у последо-
вательности 𝑥𝑛𝑘 есть сходящаяся подпоследовательность 𝑥𝑛𝑘𝑙 . При этом
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𝑦𝑛𝑘𝑙 = (𝑥𝑛𝑘𝑙 + 𝑦𝑛𝑘𝑙 )− 𝑥𝑛𝑘𝑙 сходится, как разность сходящихся последова-
тельностей. Имеем
lim
𝑛→∞(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = lim𝑘→∞
(𝑥𝑛𝑘 + 𝑦𝑛𝑘) = lim
𝑙→∞
𝑥𝑛𝑘𝑙 + lim𝑙→∞
𝑦𝑛𝑘𝑙 .
В правой части этого уравнения стоят некоторые частичные пределы по-
следовательностей 𝑥𝑛 и 𝑦𝑛. Поскольку произвольный частичный предел
не превосходит верхнего предела, требуемое неравенство доказано.
Заметим, что равенства в утверждении задачи может и не быть. Вы-
числите, например, чему равны левая и правая части неравенства, если
𝑥𝑛 = (−1)𝑛, а 𝑦𝑛 = (−1)𝑛+1.
Задачи
1. Найдите все частичные пределы последовательности
𝑥𝑛 =
2𝑛 sin 𝜋𝑛
4
+ 𝑛
2𝑛+1 + 𝑛2
при 𝑛→∞.
2. Пусть {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} — ограниченные последовательности. Докажите, что
lim
𝑛→∞
𝑥𝑛 + lim
𝑛→∞ 𝑦𝑛 ≤ lim𝑛→∞(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛).
Приведите пример, когда неравенство строгое.
13 Бесконечные пределы
Пусть {𝑥𝑛}𝑛∈N — числовая последовательность. Говорят, что 𝑥𝑛 стремит-
ся к бесконечности при 𝑛 → ∞ (расходится к бесконечности, имеет бес-
конечный предел), если
∀ 𝑟 ∈ R ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 𝑥𝑛 > 𝑟. (13.1)
Это определение можно читать так: какое бы большое число мы ни взяли,
начиная с некоторого номера, все элементы последовательности становят-
ся больше этого числа. Записываем мы это одним из символов
𝑥𝑛 −→
𝑛→∞∞, lim𝑛→∞𝑥𝑛 =∞.
Аналогично определяем предел −∞:
lim
𝑛→∞𝑥𝑛 = −∞ ⇔ ∀ 𝑟 ∈ R ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 𝑥𝑛 < 𝑟.
13.1 Пример. Пусть 𝑥𝑛 = 𝑛− 1𝑛 . Доказать по определению, что lim𝑛→∞𝑥𝑛 =∞.
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Решение. Фиксируем 𝑟 ∈ R. Нужно найти такой номер 𝑛0, что 𝑛− 1𝑛 > 𝑟
при 𝑛 ≥ 𝑛0. Заметим, что для всех 𝑛 ≥ 𝑛0 выполнено 𝑛 − 1𝑛 ≥ 𝑛0 − 1.
Таким образом, достаточно найти такое 𝑛0, что 𝑛0 − 1 > 𝑟. По принципу
Архимеда такое 𝑛0 найдётся.
Задачи
1. Докажите, что 𝑥𝑛 →∞ при 𝑛→∞ тогда и только тогда, когда −𝑥𝑛 → −∞ при
𝑛→∞.
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